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Definizione

Siano S un semigruppo, n un intero n > 2.

Definizione

S totalmente n — riscrivibile (S € P,)

se, per ogni n-pla (x1,%p,- - ,x,) di elementi di S, esiste una

permutazione o # id di {1,2,--- , n} tale che

X1X2 * = Xn = Xo(1)Xo(2) * * " Xo(n)-
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Definizione

S e P, < S commutativo
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Definizione

S e P, < S commutativo
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Definizione

S e P, < S commutativo

PrC P C

Definizione

ita nei gruppi: su di un suggerimento di Aldo de Luca



Osservazioni

Osservazione

Sia S finito con |S| = n, allora S € P,;.
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Osservazioni

Osservazione

Sia S finito con |S| = n, allora S € P,;.

Pertanto

S finito = SeP
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Primo risultato

Theorem [A. Restivo, C. Reutenauer]

Sia S un semigruppo periodico e finitamente generabile.
Se S € P, allora S é finito.

[@ A. Restivo, C. Reutenauer, On the Burnside problem for
semigroups, J. Algebra 89 (1984), 102-104.
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Problema

Problema [Aldo de Luca]

Cosa si pud dire se G € un gruppo e

G e P?
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Problema [Aldo de Luca]

Cosa si pud dire se G € un gruppo e

G e P?

Osservazione

Sia G un gruppo finito con |G| = n, allora G € P,.
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Osservazione

Se un gruppo G possiede un sottogruppo normale abeliano A
con |G/A| = m, allora

G e P,,.
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Osservazione

Proposizione 1

Se un gruppo G possiede un sottogruppo normale abeliano A
con |G/A| = m, allora

G e P,,.

Corollario

G abeliano-per-finito = G € P

Definizione

Un gruppo G viene detto abeliano-per-finito se esiste un
sottogruppo A normale in G con A abeliano e G /A finito.
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Dimostrazione della Proposizione 1

Sia n=2m e sia (x1,%2, -, Xy) una n-pla di elementi di G.

Si considerino gli elementi:
apg=1,1 = X1, g = XyXp, - ,Q; = X1X2 - Xj, - ,0p = X1X2 " Xp.
Essendo |G/A| = m, esistono i,j, k , 0 <i<j< k< ntaliche
aiA = ajA = aiA.

Allora Xjq1 -+ xj € A, Xj41 -+ Xk € A,
pertanto Xjt1---Xj € A, Xj+1 - - Xk sono permutabili e si ha

Xl...Xn:Xl...Xi)(j+1...Xle-_"_l...)(J-Xk_"_l...Xn.
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Gruppi finitamente generabili in P

Teorema 2 [M. Curzio, P. Longobardi, —|

Sia G un gruppo finitamente generabile.

G € P se e solo se G ¢ abeliano-per-finito.

[@ M. Curzio, P. Longobardi, —, Su di un problema combinatorio in
teoria dei gruppi, Atti Acc. Lincei T4 (1983), 136-142.
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Osservazioni

Se un gruppo G possiede un sottogruppo normale A con
Ac Pse|G/Al =m, allora

G e P,,.
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Osservazioni

Proposizione 3

Se un gruppo G possiede un sottogruppo normale A con
Ac Pse|G/Al =m, allora

G e P,,.

G finito-per-abeliano = G e P
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Osservazioni

Definizione

Un gruppo G viene detto finito-per-abeliano se esiste un
sottogruppo N normale in G con N finito e G/N abeliano.

Equivalentemente

Un gruppo G é finito-per-abeliano se il derivato G’ ¢ finito.

Proposizione 4

Se il derivato G’ ha ordine m, allora

G € Ppis.
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Dimostrazione della Proposizione 4

Sian=m+1esia (x1, X2, - ,X,) una n-pla di elementi di G. Si vuol
provare che esiste una permutazione o non banale tale che

X1X2 * " Xp = Xg(1)Xo(2) " Xo(n)-
Se 2 < j < n, esiste un elemento d; € G’ tale che
X1X2 ++ Xn = (XnXn—1 - Xj+1%)(X1%2 - - - Xj—1)d;

Se esiste j tale che dj = 1 si ha il risultato. Sia allora d;j # 1 per ogni j.
Essendo |G’ \ {1} = m — 1= n— 2, esistono interi k,/,2< k<[<n
tali che dx = d;. Si ponga d = di = d;. Allora si ha

X1X2 - Xp = (XnXn—1 -+ Xi41X1) (X1 %2 - - xj21)d =
= (annfl C XXt Xk+1Xk)(X1X2 T kal)d~
Ne segue
xixp - xi—1 = (Xj—1 - X ) (Xax2 - - Xk—1)-

Moltiplicando a destra per x;x;41 - - - X, si ha |'asserto. O

Mercede MAJ - University of Salerno i ita nei gruppi: su di un suggerimento di Aldo de Luca



Gruppi nella classe P

Teorema 3 [M. Curzio, P. Longobardi, —, D.J.S. Robinson]

Sia G un gruppo e sia N un sottogruppo normale di G
tale che

|G/N| =te|N|=m.
Allora G € P,, con n=(m+ 1)t.

[§ M. Curzio, P. Longobardi, -, D.J.S. Robinson, On a
permutational property of groups , Arch. Math. 44 (1985), 385-389.
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Gruppi nella classe P

Teorema 5 [M. Curzio, P. Longobardi, —, D.J.S. Robinson]

GeP

se e solo se

G é finito-per-abeliano-per-finito.

Definizione

Un gruppo G viene detto finito-per-abeliano-per-finito se esiste
un sottogruppo N normale in G con N’ finito e G/N finito.

[§ M. Curzio, P. Longobardi, —, D.J.S. Robinson, On a
permutational property of groups , Arch. Math. 44 (1985), 385-389.
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Gruppi nella classe P,

Osservazione

G € P, se e solo se G é abeliano.

Teorema 6 [M. Curzio, P. Longobardi, —|

G € Ps se e solo se |G'| < 2.

[@ M. Curzio, P. Longobardi, —, Su di un problema combinatorio in
teoria dei gruppi, Atti Acc. Lincei T4 (1983), 136-142.
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Gruppi nella classe P,

Teorema 7

G € P, = G’ é abeliano
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Gruppi nella classe P,

Teorema 7

G € P, = G’ é abeliano

Osservazione

| gruppi di ordine dispari in P, sono stati descritti da
G. Higman .

E dovuta a P. Longobardi, — , S.E. Stonehewer una
completa descrizione dei gruppi G € Py.

@ P Longobardi, S.E. Stonehewer, Finite 2-groups of class 2 in

which every product of four elements can be reordered, Illlinois J. of
Math 35 (1991), 198-2109.
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Gruppi nella classe P,

Qual é il massimo intero n tale che
G € P, implica G risolubile?

Problema [J. Alperin, Oxford 1984]

Qual & il minimo n tale che esista in
P,.1 un gruppo semplice non abeliano?
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Soluzione del problema di Alperin

Theorem [R. Blyth, D.J.S. Robinson]

Se G € P7,
allora G é risolubile.

A5€P3

[d R.D. Blyth, D.J.S. Robinson , Solution of the solubility problem
for rewritable groups, J. London Math. Soc. 41 (1990), 438-444.
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Definizione

Siano G un gruppo, n un intero n > 2.

Definizione

G n — riscrivibile (G € Q,)

se, presi xy, X2, , X, € G, esistono permutazioni distinte o, T di
{1,2,---,n} tali che

Xo(1)Xo(2) =" Xo(n) = Xr(1)X7(2) "~ * Xr(n)-
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Definizione

G € @ < G abeliano
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Definizione

G € @ < G abeliano

@ C @

N
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Definizione

G € @ < G abeliano
QRC@EGC---

Definizione

n>1
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Osservazioni

Osservazione

Ge @ < Géabeliano <— Ge P

Osservazione

PI'IQQH

Cosa succede se n > 27

Mercede MAJ - University of Salerno i ita nei gruppi: su di un suggerimento di Aldo de Luca



Le classi P, e Q,

Osservazione [R. Blyth]
Se |G'| < n!,
allora G € Q,.

Pertanto S; € Q3 e S5 ¢ P;.

@ R.D. Blyth, Rewriting products of group elements, J. Algebra. 116
(1988), 506-521.
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Le classi P, e Q,

Teorema [D.S. Passman |

SaG=S5, n>3,
allora G soddisfa Q,, ma G non soddisfa P,.

Pertanto P, C @, se n > 2.

@ D.S. Passman , Permutational and rewritable groups, Proc. Amer.
Math. Soc. 147 (2019), 995-1003.
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Le classi P e @

Teorema [R. Blyth ]

Un gruppo G ha la proprieta @

se e solo se

G é finito-per-abeliano-per-finito.

Corollario

Un gruppo G ha la proprieta Q@
se e solo se
G ha la proprieta P.

[@ R. Blyth , Rewriting products |, J. Algebra 116 (1988), 506-521.
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Le classi P, e Q,

Teorema [M.Il. Elashiry, D.S. Passman ]

Sia n un intero positivo.
Esistono funzioni a(n) e b(n) a valori interi tali che

se G ha la proprieta @, ,
allora
G ha un sottogruppo normale N tale che
|G/N| < a(n), e [N'| < b(n).

[ M.L Elashiry, D.S. Passman, Rewritable groups, J. Algebra 345
(2011), 190-201.
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Le classi P, e Q,

Corollario

Esiste una funzione c(n) a valori interi tale che
se G ha la proprieta @, ,

allora
G ha la proprieta Pc(,).

@ D.S. Passman, Permutational and rewritable groups, Proc. Amer.
Math. Soc. 147 (2019), 995-1003.
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Gruppi nella classe @,

Qual é il massimo intero n tale che
G € Q, implica G risolubile?

Qual & il minimo n tale che esista in
Q@41 un gruppo semplice non abeliano?
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Le classi P, e Q,

Theorem [R. Blyth]

Se G€Q4,

allora G é risolubile.

As € Qs

[§ R.D. Blyth , Rewriting products of group elements Il, J. Algebra
119 (1988), 246-259.

Mercede MAJ - University of Salerno



Definizione

Sia G un gruppo

Definizione

Si definisce grado di permutazione p(G)

p(G) = min{n | G ha P,}.

Definizione

Si definisce grado di riscrivibilita q(G)

q(G) = min{n | G ha Q,}.
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Le classi P, e Q,

Theorem [D.S. Passman|]

Per ogni n > 2 si ha

q(Sn) =n

Per ogni n > 2 esiste un gruppo risolubile G, tale che

p(G,) = n.

@ D.S. Passman, Permutational and rewritable groups, Proc. Amer.
Math. Soc. 147 (2019), 995-1003.
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Definizioni

Siano G un gruppo, n un intero n > 1. Se X C G, si ponga:

X" ={a1ay---a, | ai € X}.
Ovviamente se |X| = n allora |X"| < n".

Se G € Qn, allora,
per ogni sottoinsieme X C G con |X| = n, si ha |[X"| < n".

Definizione

Un gruppo G vien detto n-collapsing
se | X"| < n", per ogni X C G, |X| = n.
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Definizione

Definizione

Un gruppo G vien detto collapsing
se G é n-collapsing, per qualche n.

Se G € Q, allora G ¢ collapsing.

Se G ha esponente finito, allora G ¢ collapsing.
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| gruppi di Burnside B(d, n) sono n-collapsing.

| mostri di Tarski costruiti da Olshanskii e Rips sono collapsing.

Se G é nilpotente allora G ¢ collapsing.
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Gruppi collapsing

Teorema [J.F. Sample, A. Shalev ]

Sia G un gruppo finitamente generabile residualmente finito.
G é collapsing
se e solo se

G é nilpotente-per-finito.

& J.F. Sample, A. Shalev, Combinatorial conditions in residually
finite groups |, J. Algebra 157 (2011), 43-50.
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Osservazione

Osservazione

Dal teorema precedente segue che
un gruppo residualmente finito, finitamente generabile e
periodico é finito,
e dunque una risposta positiva al
Problema Ristretto di Burnside.
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Gruppi collapsing

Teorema [A. Shalev |

Sia G un gruppo residualmente finito.
G é collapsing
se e solo se

G soddisfa una legge positiva.

@ A. Shalev, Combinatorial conditions in residually finite groups I, J.
Algebra 157 (2011), 43-50.
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Definizioni

Definizione

Si definiscono due successioni di parole positive

(Un)neN € (Vn)eN
nelle lettere x, y ponendo:

Up = X, Vo = Y, Upi1 = UpVp, Vo1 = Vplp.
Si pone
M(x,y) : uc = ve
e peri>1

Mc,i(X7 y) — Mc(Xiayi)'
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Gruppi collapsing

Teorema [A. Shalev |

Sia G un gruppo residualmente finito.
G é collapsing
se e solo se

esistono ¢, i tali che G soddisfa la legge M. ;(x,y).

@ A. Shalev, Combinatorial conditions in residually finite groups I, J.
Algebra 157 (2011), 43-50.
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Definizioni

Siano G un gruppo, n,m interi n > 1, m > 1.

Definizione

Un gruppo G vien detto (m, n)-collapsing
se | X"| < m", perogni X C G, |X|=m.

P. Neumann ha provato che,
se G & un gruppo (m,2)-collapsing, allora G &
finito-per-abeliano-per-finito.
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Una completa descrizione dei gruppi (m,2)-collapsing & dovuta a M.
Herzog, P. Longobardi, —.

| gruppi (2,2) collapsing e (3,2) sono stati studiati da G.A. Freiman,
utilizzando risultati e tecniche nell'ambito di quella parte della
teoria dei numeri nota come

"structure theory of set addition".
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Thank you for the attention !




M. Maj

Dipartimento di Matematica

Universita di Salerno

via Giovanni Paolo I, 132, 84084 Fisciano (Salerno), Italy
E-mail address : mmaj@unisa.it
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